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1 Introduction 3

1 Introduction

Depuis quelques années, de nombreux travaux mathématiques sont consacrés a la modélisation

en cancérologie. Au dela d’une meilleure compréhension de la biologie du cancer, 1'objec-
tif principal est de contribuer a la lutte contre cette maladie. C’est dans ce cadre que ce
travail s’inscrit. Il s’agit plus particuliecrement de mieux comprendre I’évolution de sites
métastatiques générés par une tumeur primaire. Une modélisation a été proposée dans [7] et
étudiée dans [6] (du point de vue théorique et numérique). Le modele proposé correspond a
une équation de renouvellement cellulaire structurée par taille. C’est le modele le plus simple
décrivant une population cellulaire. On considere une densité de population n(t,z) d’age
x €]0, +oo[ au temps t €]0, +o00[ que 1'on suppose seulement capables de naitre, de vieillir et
de mourir. En notant B le taux de naissances et u le taux de décés, on arrive au modele de
renouvellement cellulaire proposé par McKendrick-VonFoerster

on(z,t) + Ogn(x,t) = —p(x)n(z,t) Ya>0,t>0,

n(0,t) = /Ooo B(y)n(y,t)dy vt > 0, (1.1)
n(z,0) = no(x) Vo > 0.

Si maintenant, on considere une population de cellules structurées par taille et qui croit a la
vitesse

g(x) =axln —,
x
ou a, b sont des parametres réels, le modele sera

on(z,t) + Oz (g(x)n(z,t)) = —p(x)n(z,t) Vo €]1,b[,t >0,

g(1)n(1,t) = /000 B(y)n(y,t)dy vt >0, (1.2)
n(z,0) = no(x) vV €]1,b].

Dans le cours de Master 2,” une introduction a l’étude mathématique du renouvellement cel-
lulaire”, avec A. Benabdallah, on a considéré ce dernier modele posé dans le domaine borné
(1,b). Par une approche semigroupe, on a montré I’existence et I'unicité d’une solution faible.
Ceci nous a permis de montrer le comportement asymptotique en temps de cette solution
en fonction des parametres B, u. Le probleme (1.2) a été étudié dans [3]. Pour mieux com-
prendre les effets de diffusion dus a I'approximation numérique de ce modele, on a considéré
le systeme suivant

on(z,t) + 0z (g(x)(n(z,t) — edzn(z,t))) = —p(z)n(z,t) Yo €]1,b[,t >0,
g(1)(n(1,t) —edyn(l,t) = /0 B(y)n(y,t)dy Vit > 0, (1.3)
n(z,0) = ng(x) Yz €]1, 8],

ou ¢ est le parametre de viscosité. Mon sujet de stage était de faire ’analyse mathématique
de ce dernier modele et en particulier de démontrer qu’il possede une unique solution faible,
d’étudier son comportement asymptotique en temps et la convergence lorsque € tend vers 0.
Les résultats que j’ai obtenus, concernent le cas ou le taux de mortalité est nul et g = 1.
Le cas général reste ouvert. La difficulté principale est la résolution du probleme spectral
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1 Introduction

associé. On ne peut plus mener les calculs explicites. Le théoreme des fonctions implictes,
devrait permettre de traiter le cas ou € est petit, et il faudra sans doute utiliser des éléments
de la théorie spectrale pour le cas général. C’est un travail & poursuivre.
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2 Résultats principaux

2.1 Formulation du probleme

Soit B une fonction qui satisfait I’hypothese suivante :
o
B>0,BecL'NL>(1,00[) et / B(y)dy > 1. (2.4)
1

Considérons le systéeme suivant

Ng = ENgy — Ny V(z,t) €]1,00[x]0,T[ (2.5)
(P%) ] n(1,t) —eng(1,t) = /IOOB(y)n(y,t)dy vt €]0, T (2.6)
n(z,0) = no(x) Vz €)1, 00] (2.7)

On définit V'opérateur A° de domaine D(A®) par

A (n) = engy — Ny,

D(A%) :={V e Wh(]1,00[), AV € L'(]1,00]) et V(1) —eV' (1) = /Oo BVdy}.
1

D(A%) :={V e W?'(]1,00]) et V(1) —eV'(1) = /OO BVdy}.
1

2.2 Quelques définition et propriétés des semi-groupes

Soit (X, .]]) un espace de Banach.

2.2.1 Définition d’un semigroupe

Définition 2.1 Une application S : [0,+oo]— L(X) (resp R — L(X)) est appelée semi-
groupe fortement continu, Cy-semi-groupe (resp. groupe) dans X si elle satisfait les propriétés
sutvantes :

(i) 5(0) = I,
(i) S(t+s)=5(t)S(s),Vt,s >0 (resp. ¥t,s € R).
(iii) Pour tout x € X, Uapplication S(.)x est continue sur [0,4o0[ (resp. R).

Dans la suite, nous les appellerons plus simplement Cj-semi-groupes.
Définition 2.2 Un Cy-semi-groupe (S(t))i>o sur X est dit de contraction si
ISl <1 V>0,

Définition 2.3 Le générateur infinitésimal A d’un Cy-semi-groupe S dans X est défini par

.1 .
D(A) = {reX, hll)%l+ E[S(h)x — x| existe}
Az = lim %[S(h)a: — .

h—0t
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Théoréme 2.4 Soit (S(t))i>0 un Cy semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A. Alors :

(1) D(A) est dense dans X.
(ii) A est fermé.
(iii) Vx € D(A),S(.)z € C1(]0,00[; X) N C(]0, 0[; D(A)) et on a

%S(t)x — AS(t)x = S(t) Az, Vt > 0. (2.8)

Définition 2.5 Un opérateur (A, D(A)) sur un espace de Banach X est dit dissipatif si
(AL = A)zl| = All]],

VA >0 et Vo € D(A).
On dispose d’un critére plus pratique pour vérifier la dissipativité d’un opérateur. Pour
tout x € X, on définit I’ensemble dual de x par

J(2) = {2’ € X';(z,2") x x, = |l2l* = [|2"]]*}.

On peut montrer en utilisant un corollaire du théoréme de Hahn-Banach que pour tout
ze X, J(x)#0.

Proposition 2.6 (/2], Théoréme 4.2, page 14) (A, D(A)) est dissipatif si et ssi pour tout
x € D(A) il existe j(x) € J(x) tel que

Re (Az, j(x)) x x < 0.

Pour conclure que (A, D(A)) engendre un semi-groupe sur L(]1,b]), il suffit d’appliquer
un corollaire du théoréme de Lumer-Phillips (voir [2], Théoreme 4.3, page 14).

Théoréme 2.7 Soit A un opérateur linéaire non-borné o domaine dense D(A) dans un Ba-
nach (X, ||||). Si A est dissipatif et s’il existe un Ao > 0 tel que R(NI — A) = X alors
(A,D(A))engendre un Cy semi-groupe de contractions sur X.

En particulier,

D(A) =X
VA>0, RAI-A)=X = (A, D(A)) engendre un semi-groupe sur X.
Jw € R; (A — wl) est dissipatif

On a utilisé que (A — wl,D(A)) engendre un semi-groupe sur X si et ssi (A, D(A))
engendre un semi-groupe sur X.
De plus, a partir de (2.8) on peut montrer que

A=) _ gmwt tA (2.9)

et donc

4l < & 4] < e
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2.2.2 Existence et unicité de solutions faibles

Définition 2.8 Soit f € L1(]0,T[, X). Une fonction y € C(]0,+oo[, X) est appelée solution
faible de

(0) =

{ y’(t) = Ay(t) + f(t)7 t E]O’ T[: (2'10)
Y Yo

si f(f y(s)ds € D(A) et t t
y(t) = A /0 y(3)ds o+ /0 F(s)ds.

Théoréeme 2.9 Si (A, D(A)) est générateur d’un Cy semi-groupe, e, alors pour tout f €

LY(]0,T[; X) et tout yo € X, (2.10) admet une unique solution faible donnée par

t
y(t) = eyo +/ et f(5)ds.
0
Définition 2.10 On appelle solution classique de (2.10) toute fonctiony € C([0,T], D(A))N

CL([0,T), X) et vérifiant (2.10) dans X.

Théoréeme 2.11 Si (A, D(A)) est générateur d'un Cy semi-groupe, e, alors pour tout f €
CL([0,T); H) et tout yo € D(A), le probléme (2.10) admet une unique solution classique.
2.3 Résultats principaux

On donne si dessous les résultats principaux de ce mémoire.

Théoréme 2.12 Pour chaque ¢ > 0 fizé, (A%, D(A®)) est générateur d’un Cy semi-groupe
sur X = LY(]1, +00[) que l'on note eA°. Pour chaque € fizé et pour toute donnée initiale ng €
LY(]1,4+o0[), il existe une unique faible solution n® de (P¢), n® € C([0,+oo[, L*(]1, +ocl)).
Elle donnée par

nf(t) = e ng.

De plus, on a

Théoréme 2.13 Sous l’hypothese (2.4), Uopérateur (A%, D(A%)) a une unique valeur propre
réelle \j. Cette valeur propre est dans ]0,+oo[. De plus, il existe §° > 0 tel que
op(A%) C {0 < ReX® < \§ — 67} U{AG}.

On note N°¢ et ¢® une fonction propre et une fonction propre adjointe associées respecti-
o

vement & l'opérateur (A%, D(A®)) et a son adjoint tels que Ne¢®(z)dz = 1.
1

Théoréme 2.14 Supposons qu’il existe ug > 0 tel que B(x) > pops(x). Alors pour toute
donnée initiale ng € L'(]1, +00]) la solution de (P?) vérifie :

[ V) - N (@) | e < et [ o) - 0N (e) | o)
1 1

ot m® = / no(x)¢(x)dx et n°(t) := e~ Ntn(t) .
1

Thab Haidar



3 Propriétés spectrales du probléeme (P°) 8

Théoréme 2.15 I existe g > 0 et § > 0 tels que pour tout ng € L*(]1,00[) tel qu’il existe
une famille (n§)e<c, C D((A%)?), telle que A°n§ est bornée dans L%(]1,00]) et e'ng — ng
converge vers ng dans L?(]1,00[) faible et tel qu’il existe une constante C' > 0 indépendante

de € telle que
Ing(x)] < Ce(=0=20)(z=1),

. . . € . .
il existe une sous-famille de (n® = eld ng)e>eo que l'on continue de noter (n®)e>g, qui converge

faiblement dans L?(J¥, T[x]1, +oc[) vers n, unique solution faible du probléme (1.2).

La suite du mémoire, consiste a démontrer les quatres théoremes précédents.

3 Propriétés spectrales du probleme (FP?)

Pour démontrer le théoreme (2.13), on a besoin de démontrer quelques lemmes et propo-
sitions intermédiaires.

On commence par rechercher les valeurs propres et vecteurs propres associés a l’opérateur
(A%, D(A%)) cest adire A\ e C et Ve D(A®) tel que V # 0 et AV = A\V. D’ou

V-V =
€\ .
(5959 vy —evia / BVdy (3.11)

On montre premierement le résultat suivant

Lemme 3.1 Pour toute > 0, l'opérateur (A%, D(A®)) admet une unique valeur propre réelle,
notée \5. De plus \§ €]0, 400].

Preuve on doit résoudre
ANeR,V#0,V e D(A®) et AV = AV. i.e résoudre le systeme (S°).
Les solutions de la pemiere équation sont de la forme
Aes1@=1) | Bes2(@—1)

ou s1 et s9 sont les racines de

erl—r—X=0

et de la forme
TV (A(z — 1) + B)

dans le cas d’une racine double.

Comme s1 + s9 = é > 0, 'une des 2 racines a une partie réelle > 0.

Or on cherche des fonctions dans L!(]1, +o0c[) donc la dimension de 1’espace des solutions est
0 ou 1. Donc on cherche les fonctions 2 — €51 vérifiant (S) et Re(s) < 0.

La condition aux limites de (3.11) impose que :

l—es= / Be*W Dy, (3.12)
1

Posons
/ B(y sy +es—1

Thab Haidar



3 Propriétés spectrales du probléeme (P°) 9

cette fonction est continue et strictement croissante sur | — 0o, 0[. De plus

¢»(0) = / B(y)dy —1>0et Em ¢(s) = —o0
1 S —0o0
donc il existe un unique sy < 0 tel que ¢(sg) = 0, c’est-a-dire de 1’équation spectrale

H(g,\) = / B(y)e®*WVdy + esg—1=0 (3.13)
1

Or 'application
g:{s;Re(s) <0} — {\;Re(\) >0}

définie par
A=g(s) =es* —s (3.14)

est bijective. Donc il existe un unique Aj > 0 valeur propre réelle de (A%, D(A®)).
Remarque : Notons || B||pec(1,400) = b- On a

> b b — es?
¢(5)§b/ es(m_l)dy—es—1:—+gg_1:$'
1 —S —8
Posons 9(s) = b — es? + s, 1) est une application continue et strictement croissante sur
(=00, 3). De plus, 1(0) = b > 0 et SErPoow(s) — —oo0 donc il existe un unique 7o < 0 tel que

P(rg) = 0. Mais ¢(rg) < 1@(—:,2) =0 et ¢(sg) = 0. Comme ¢ est croissante sur ] — 0o, 5-[, on a
1

donc g < sg. Par ailleurs, g est décroissante sur | — oo, 5[ et donc g(so) < g(ro). Finalement,

on obtient :
0 <A <hb. (3.15)

On remarquera que (3.15) donne pour Aj, une borne uniforme en e.
Lemme 3.2 Les valeurs propres de I’ opérateur (A%, D(A®)) sont isolées .

Preuve Soit P = {Z € C; Re(Z) < 0}. L’application ¢ : P — C définie précédement est la
somme de deux fonctions ¢1 et ¢o avec

¢1(S) — /loo B(y)eS(y_l)dy

et
pa(s) =es—1

¢1 est la transformation de Laplace de la fonction B qui est une fonction L>°(]1, 00[) donc
¢1 est holomorphe dans P. De plus ¢9 étant aussi holomorphe dans P, ¢ ’est donc aussi et
ses zéros sont tous isolés, par conséquent les valeurs propres de 1’ opérateur (A%, D(A®)) sont
isolées .

Lemme 3.3 Il n'eziste pas de valeur propre complexe, X telle que Re(\) = Aj.

Thab Haidar
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Preuve Supposons qu’il existe A € C' valeur propre de A telle que A = \j + ic. ceci est

équivalent a dire qu’il existe A € C tel que A = Aj +ia et F(s) =1 ou
F(s) = / B(y)e* Y Vdy +es et s = g7+ (N).
1
g(s0) = A5 = Re(\) = Re(es? — 5)

= cRe(s%) — Re(s) < e(Res)? — Re(s)
= g(Re(s)).

On distingue deux cas .
— Re(s) < sp, on a
ReF(s) = Re( / B(y)e*YVdy + es)
< / B(y)e ™ Vdy + e Re(s)
1
< / B(y)esO(y*l)dy +esp=F(sp) =1
1
et c’est donc impossible.
— Re(s) =sp,onas=s0+ibet F(s) =1
ceci implique que
(e}
/ B(y)e®W™ cos(b(y — 1))dy + eso = 1
1
/ B(y)e® W Vsin(b(y — 1))dy + eb = 0.
1
Ce qui conduit a

/ " Bly)e D (cos(b(y — 1) — 1))dy = 0

/ B(y)e* WV sin(b(y — 1))dy = —eb.
1

Ce qui exige que cos(b(y — 1)) =1 et sin(b(y — 1)) = 0, Vy € [1; +o00[. Donc forcement

b = 0 et par conséquent A = Aj .

Lemme 3.4 Il n’existe pas de valeur propre complexe, A tel que Re(\) > Aj.

Preuve Supposons qu’il existe A € C tel que Re(\) > \j et F(s) = 1 avec s = g~ 1(\).

Alors
g(s0) = A5 < Re(\) = Re(es? — s)

= cRe(s?) — Re(s)
< e(Res)? — Re(s)
= g(Re(s))

Thab Haidar



3 Propriétés spectrales du probléeme (P°) 11

donc Re(s) < sg et F(s) = 1. Or on a déja démontré qu’il n’existe pas un s € C' tel que
Re(s) < sg et F(s) = 1. Donc il n’existe pas de valeur propre de A° de partie réelle supérieure
strict a Aj .

Lemme 3.5 Il y a un nombre fini de valeurs propres de parties réelles inférieures a Aj.

Preuve Soit A = a + b avec 0 < a < \§. De (3.14) on déduit que s = g~1(\).
Donc s = a+if et F(s) =1. D’ou

/ B(1)e®W Y cos(B(y — 1))dy + ea =1

/ B(y)e® ¥ Vsin(B(y — 1))dy + 8 =0

[e.e]
Le terme / B(y)e®W ™ cos(B(y —1))dy = 1 — eo. Comme cette quantité est strictement
1

o
plus petite que 1 pour tout o > 0 et comme on a supposé que / B(y)dy > 1, il est nécessaire
1

oo

que a < 0. Le théoreme de Riemann-Lesbegue implique que / B(y)e®W=Y cos(B(y — 1))dy

1
tend vers 0 uniformément par rapport a « sur tout compact lorsque 8 7 co. Comme les zéros
de ¢ sont isolés il ne peut donc y en avoir qu'un nombre fini sur chaque compact.
D’ou il existe un 0% > 0 tel que F(s) =1 et XA # A\§ = ReX ¢|A§ — 0%, A\§] .

Lemme 3.6 )\ est de multiplicité algébrique 1.

Preuve Montrons que Ker(A® — A51)? = Ker(A® — A\5I) = RV. Soit ¢ € R une constante
arbitraire, résolvons le systeme

A76(x) = N (@) + c(a), va €]t 0|
o) <o) = [ Bla)o(ods

Ce systeme est équivalent a

ed"(z) — ¢ (x () =cV(x), Vz €]l o0

6(1) — =1 / Bz

L’expression de ¢ solution de cette équation différentielle est alors :

7) = 652(m—1) o 1 * 2 b(z)dx 631(33—1) *682@_1)
b)) = (1) e B )

51 s1(z—1) sa(z—1) C(x - 1) s1(z—1)
1 L — —_
+o( )(81—82) e e )+6(81_82)e

& osi(@=1) _ sa(z—1)
8(81 — 52)2 (6 € )

Thab Haidar



3 Propriétés spectrales du probléeme (P°) 12

Avec s1 et s9 sont les solutions de ’équation caractéristique cette équation différentielle.

1 oo
¢'(x) = ¢(1)spe™"1) — / B(z)p(x)dx(s1e¥ 7 — gpes2(r71)y
e(s1—s2) x
I S s1(z—1) _ s2(z—1) ¢ si(a-1)
+o(1 s1e’t s9e + e
o( )(51 — 52)( 1 2 ) (51— 5)
681(1' — 1) s1(z—1) ¢ si(z—1) so2(z—1)
5(81 — 82) € 5(81 — 82)2 (816 52¢ )
et par conséquent on a
6 W) =6~ [ Blayole)ds + o0 +
a 2 g N ! 8(81 — 82) ’

En utilisant la condition aux limites et que s1+s9 = é, on obtient que c=0. Donc A°¢ = A\§¢,
ceci implique que ¢(x) = §V (x), avec § € R. Donc la multiplicité algébrique de Af est 1 .

Proposition 3.7 Il existe un unique triplet (X5, p°, N¢) €]0, +oo[x W2>(]1, 0o) x D(A?) tel
que
(eN“'(z) = N*(x)) = \gN*(x)

Ne(1) — eN¥(1) = /100 B(x)N*(z)dy

(™ (2) + ¢%(2)) = A" (2) = —¢°(1)B()

¢ 20651 =17 (W) =0 et [ @@V (o) =1
1

Preuve On veut montrer qu’il existe un ¢° tel que

o™ (w) + ¢ (2) — Ajp* (2) = =9 (1) B(z)Va € [L, o0 (3.16)
o (x) >0 Vz € [1,00] (3.17)
©° € W2*(]1, 00|) (3.18)
(1) =0 (3.19)

Les solutions de 'ESSM sont de la forme
@6(58) — Alesl(wfl) +A2652(ac71)

ou

S1 = <0Oets
1 90 2

sont les solutions de I’équation caractéristique associée a 'ESSM vérifiée par ¢°.
On trouve une solution particuliere par la méthode de la variation de la constante :

(1) /m (2—y) _ s2(e—)
N7 B si(z—y) __ ,S2(x—Y d
ls2—s1) ). (y)(e e )dy

—1—/1+4e)j 0 :—1+\/1+4€/\8>0
2e

o(r) =

Thab Haidar



3 Propriétés spectrales du probléeme (P°) 13

Donc les solutions de (3.16) sont de la forme
¢ (x) = A1et ) 4 Apes2(D) 4 ()

Montrons qu’on peut choisir A; et Ao de sorte que ¢° soit bornée et positive .
En effet,

¢ (2) = ¢i(z) + p3(x)

B (1) * _
(z) = Ajer 1) 4 L) ( / B(y)e* ==¥)g
QOI(LU) 1 5(82 7 51) 1 (y) Yy

et

i) = e 0 (= Z0 [ By

Puisque s1 < 0 et B € L*®((1,00[), ¢ est bornée sur [1,00[. Donc ¢ est bornée ssi ¢5 est
bornée ce qui nécessite que

_ @E(l) > 652(1—:!/)
Ag = —— /1 B(y) dy. (3.20)

Ensuite ¢'(1) = Ay1s1 + Aass et (1) = Ay + Ay, donc en écrivant ¢’ (1) = 0 on obtient que
A1s1 4+ Agse =0, d’ou

_ £(1
A, — 51 ),
S92 — 81
et el
A, _¢5(1)<—82M>) S
S92 — 81

Donc ¢f > 0 et en comparant avec (3.20), on obtient une condition nécessaire pour l’existence
de ° :

/ B(y)e2 Y dy = —es;. (3.21)
1

Or on a déja démontré qu’il existe un unique sy < 0 qui vérifie ’équation (3.12) et que

1—/1+4e)j

0= 2e

En remarquant que 1 — esp = —es1 et que sp = —s2, on les remplace dans I"équation (3.12)
on retrouve (3.21). On en déduit donc que la condition nécessaire de 'existence de ¢ est
assurée pour tout £ > 0.
Démontrons maintenant que si on choisit A2 comme dans (3.20) alors ¢° est bornée et positive.
L’expression de ¢° sera

e 52@6(1) /oo B sz(lfy)d s1(z—1) 905(1) /x s1(z—y)
_ o sed) + 2T Benaig
¢° () 15 —s) )i (y)e ye o) )h (v) Y

+ ‘Ps(l) /OOB(y)e”(l_y)dye”(x_l) _ 906(1) /xB(y)ew(if—y)dy_
s2 —s1) )1 )N

g( e(s2 — 51

R O N 2=y g, P [* _ P MWIBllo sy(1-a)
H( ) a 5(82 - 51) [ B(y) ’ dy 5(82 - 81) /1 B(y)dy 552(82 — 81) '
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4 Existence et unicité de solutions faibles 14

H est une fonction continue et dérivable sur [1, oo[ de plus on a
€ 1)
H'(z) = SO(( Blls — B(x )es2(1"’3)
@)= o=y (1Bl ~ B@)

Donc H' > 0 et par conséquent H est croissante sur [1,00[, or lim H(z) = 0, donc on peut
T—r00

en déduire que H(z) < 0 pour tout z € [1,00[. Et par suite, on obtient que

P Blloc . "MW Blloo

c(x) = H(x)e?=D 4
902( ) ( ) 682(82 — 51) B 852(52 - 31)

Donc ¢§ est bornée sur [1, 00| ce qui entraine que ¢° est bornée sur [1, co[. On peut déduire
gréice & son expression et de I’équation qu’elle vérifie que ¢° € W2°°(]1, 0o[). De plus elle est
strictement positive.

o0
Enfin, on peut choisir ¢° tel que ¢°(1) =1 et choisir N¢(1) tel que / o (z)N*(x)dx = 1.
1

4 Existence et unicité de solutions faibles

Dans cette section on va démontrer que l'opérateur (A¢, D(A%)) engendre un Cj semi-
groupe sur L'(]1,400[). On va donc vérifier les hypotheses du théoréme de Lumer-Phillips.

Proposition 4.1 Le domaine D(A?) est dense dans L'(]1,00[) .

Preuve Soit f € C}([1,00[) et soit n € N*. Considérons la suite de fonctions suivante :

1

o) = e

pour x € [1,00].
Montrons qu'il existe (a,) une suite réelle définie par

1) = ef @) +an = [ " B@)[f(x) + anhy(2)]dx.

En effet, a,, existe ssi
1- / B(z)hy(x)dz # 0. (4.22)
1

Et dans ce cas
o — [T B(a) f(x)dz — f(1) +ef'(1)
' 1= [ B@)ha(n)dr

Par définition de la suite (h,) on a

lim B(z)hy(z)dz =0,

n—oo 1

donc pour n suffisament grand (4.22) sera vérifié. Soit alors la suite

kn(z) = f(x) + anhp(z),

elle vérifie ~
() = ek (1) = [ Bla)ka(o)da,
1
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4 Existence et unicité de solutions faibles 15

et k, € LY(]1,00]), k!, € L'(]1,00[), A%k, € L'(]1,00]) et la définition de (a,) garantit la
condition aux limites. Donc (k,) C D(A®) et on a

kn — f dans L'(]1, 00]),

puisque h,, tend vers 0 quand n * oo et que (a,) est bornée. Comme C1([1,00]) est dense
dans L'(]1,00[) on en déduit la densité de D(A%) dans L'(]1, 00]).

Proposition 4.2 Pour Re(\) > \j, R(\] — A%) = L(]1,00]) .

Preuve Soit f € L'(]1,00]) il faut démontrer que pour Re(A\) > \§ il existe un u € D(A?)
tel que A\u — A%u = f. Il faut donc résoudre

Mu—eu’ +u' = f. (4.23)

Comme on cherche u dans L!(]1,00), les calculs précédents conduisent &
1 x
() = u(1) s [ ey

On peut vérifier que si Re(\) > A5, u € L'(]1,00[). De l'expression de u, on déduit que
u € WHL(]1, 00]) et que A%u € LY(]1, oc[). Il reste & vérifier la condition aux limites. On doit
avoir donc

u(t) = =) = u() [ Ba)er e Vida + =T "B [ et Vdyda,

ce qui conduit a

w(1)(1—esy)— f(1) :“(1)/1 B(z)e s1(z— 1)dx+ = pr—— / / es1(z— Udyda:

§2 — 81

donc

w(1)(1 - F(sy)) = L) 32—31/ / ) Dy

S92 — 81

De I’'équation spectrale

Fog™(X) =1

on déduit que pour tout A tel que

Fog_l(/\) #1,
u(h) = (1 = )™ Lj(—l?ﬂ e(s2 — s1) / / o Ddydm}

Et donc en prenant

u(z) = (1 - F(sl))—l[ f(1) S / / B(z 51 (= Ddydx} s1(z—1)

32_31
/ fly 81(90 OF
(s2 — s1)

cette fonction est bien une solution de (4.23) dans D(A®) pour tout A tel que

F ogfl()\) # 1.
Donc on déduit que {A € C; ReX > A5} C p(A®).
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4 Existence et unicité de solutions faibles 16

Proposition 4.3 Pour tout w > || B|| e (1,00, A% — wl est dissipatif.

Preuve Soit v € D(A%) et E = {x €]1,00[;v(z) = 0} = v~1{0}. Soit j(v) = ‘f%‘lECHUHLl(]l,oo[)'
j(v) € J(v), en effet,

50)] < ol 1. < o0 et done j(o) € L(]L, ).

Par ailleurs,

oo ,,2
. v
(0, 5(V)) £2(1,00) Lo (1,00] =/1 oy el oo d

= Jollzt o / ol = o121 g1
= 131700 (1,00

Ensuite,

(A% = wv,j (V) 1 1eopLoc(100) = /1 j(v)(ev' —v)'dx — w/l vj(v)dx

N (4.24)
= [T i@ =) de = wlolf gy
Or
Lemme 4.4 Soit v € W?1(]1, +o00]), E = v {0} et j(v) = ﬁlECHUHLl(]I,oo[)- On a,
o . / ! / U(l)
/1 )t =) de < ol g (1) = o) e (4.25)

Preuve En effet, soit la suite

s : 1
Sn(s):{ m S1 |S|Zﬁ

snsifs| <1

Pour toute fonction v € L'(]1, 00[), S, (v) converge simplement vers ﬁl pe, donc
ev’ —v)' S, (v) converge simplement vers (ev’ — v) % 1ge, de plus on a
o]
/ / / / 1 , .,
- n = - ) )
|(ev) —v)'S,(v)| < |(ev) —v)'| € L'(]1,0]), donc par le théoreme de la convergence dominée

de Lebesgue on obtient que (ev’ —v)' S, (v) converge vers (ev’ — v)’ﬁ dans L(]1, oo]).
LY ([1,00

Donc
| i - s = i ol [ - o)Su(w)ds
1 n—oo 1
= tim ol |~ [ (0= 080 = (/1) = 1), (0(D)
= — T [[o][£1(1,00) {/1 (ev" = v).n' Ly cayda + (e0'(1) - U(l))Sn(’U(l))]

= —nh_{]go HUHLl(]l,ooD |:/1' E(U/)Q.n.l{lvl<%}dx — /1 U.n.UI.l{‘UI<%}d$
+(ev'(1) = v(1))Sn(v(1))]

< li_}m V1l 11,000 [/ v.n.v'.1{|v‘<l}daz —(ev'(1) — v(l))Sn(v(l))} .
n—oo 1 n
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5 Comportement asymptotique des solutions faibles 17

Or, v’.n.v.1{|v‘<l} converge simplement vers 0, de plus,

< ‘v" e L'(]1, 0),

/
"U nvl{|v‘<%}

donc en appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on trouve que v.n.v".1 (ol<2}

converge vers 0 dans L'(]1, 0o[). Et par conséquent, on obtient

/looj(v)(ev’ —v)'dz < vl 1 (1,00p (€0 (1) — 0(1)) Lpge.

Ce qui montre le lemme.
En appliquant ce lemme sur ’équation (4.24) on obtient que

_wHUH%l([l sol) siv(l) =
<A€U - wv7j(v)> oo[)L>°(]1,00 < v : i
LY (LeoDLo®(]1,00]) W [ Ba)v(@)dr = w][v]|2, g, siv(1) £

< (1Bl 21,000 = WV /171 1,000
Donc pour tout v € D(A®) on a trouvé un j(v) € L*(]1, 00[) tel que

Re (A% — wv, j(v)) L1100 Loo (1,00 < O POUr tout w > || B[ Loo(11,00[), ce qui montre la dissi-
pativité de A° — wl .

En utilisant le théoréme (2.7) on peut déduire que l'opérateur (A® —wl, D(A%)) engendre
un Cp semi-groupe de contractions sur L!(]1, 0o[) ce qui est équivalent & dire que (A%, D(A?))
engendre un Cj semi-groupe sur L(]1, 0o]).

Enfin on peut en conclure que pour chaque ¢ fixé et pour toute donnée initiale ny €
L*(]1,00[), il existe une unique faible solution n® € C([0, +oo[, L(]1,00[)) de (P?) et elle
donnée par

nf(t) = e ng.

5 Comportement asymptotique des solutions faibles

Dans cette section, et afin de démontrer le Théoréme (2.14) qui nous donne une estimation
asymptotique en temps de notre solution, on pose

RS (L) = e Mtne (t).

D’abord on va démontrer le Théoréme (2.14) pour toute donnée initiale ng dans D(A%). Pour
cela on aura besoin de deux lemmes. Le premier démontre la conservation de la moyenne de
la fonction nf(t, z)¢°(z) au cours du temps et un deuxiéme qui montre une inégalité qu’on
va 'utiliser pour achever la démonstration.

Lemme 5.1 /100 ne(t, z)e°(z)dr = /100 no(z)e°(z)dz.
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5 Comportement asymptotique des solutions faibles 18

Preuve On a par définition de n® que
Ot (t,x) + 0 (n°(t,x) — 0,0 (t, x)) = —Agn® (¢, x).

En multipliant par ¢° et intégrant par rapport a « on obtient

d > ~c 5 o ~c > ~e €
i ), ne(t,x)p (x)dw—/l B(x)n (t,x)da:—/l n°(t, x) 0, (z)dx

oo oo
e / 0, (1, )P (2)dz = —A / 78 (1, 2) 0 (2)da
1 1
Donc aprés une intégration par partie et en utilisant le fait que d,¢°(1) = 0, on obtient

d [e.e]

i ), fze(t,:c)goe(:z)dx—/l B(x)ﬁe(t,x)d:c—/l N (t, )05 (¢ (z) + €0,0° () )dx

oo
= )\8/ ne(t, x)° (z)dz.
1
Et par conséquent

4™ G (1 2) % () dr = /1 R (1 2) (0 (5 (1) + 200" (3)) + B(x) — Moot ()

dt J,
Donc du lemme (3.7) on déduit que
4 [ n°(t,x)p"(z)dz = 0.
dt J; ’

Ce qui montre le lemme en intégrant sur [0,T].

Lemme 5.2 Pour tout v € W21(]1, +00]) et pour tout p € W2 (|1, +o0[) tel que ¢'(1) = 0,
on a

Kmmmm—quﬂwﬂwm:<quﬂvmmM“”‘ﬁ“”N$3f”

+ﬁm|w@r@¢m»+¢@»ux

Preuve Posons

I, = /100 Oz (v(x) — edzv(x))p(x)Sh(v)de,

En effectuant une intégration par partie, on obtient,

I = =Sn(v(1)(v(1) — v/ (1))p(1) — /100(0(96) — £0,0(2))(Sn(v)p(2)) da

donc
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5 Comportement asymptotique des solutions faibles 19

Et donc, en procédant comme pour la démonstration de la dissipativité de A®, on obtient

L2 —pWS, ) -/ W)p(h) ~ [ pla)v/@ol@nl .y do
- /OO v(z)¢ (2)Sp(v)dz + € /OO V' (x)¢ (2) Sy, (v)da.
1 1
Donc
Lz oS, eW)e(1) =2 (1)eD) - [ ple)v/ @@l g pyda
- [T @S s e [ @)@, (0)da
1 1
—6/1 o' (x)v(x) S, (v)dz.

En effectuant une deuxiéme intégration par partie et en utilisant que ¢’(1) = 0, on obtient,
L2 =S,eM)e() — =/ W)p() = [ @/ (@otanl ypyda
—/ v(z)¢' (2)Sp(v)dz — 5/ O (x)v(x) Sy (v)dx
1 1

_5/1 QD/(LU)U/(J:)U(J:)lﬂvK%}dl‘
Donc

> =Su(v(1)(0(1) — 0/ (1)) (1) - /1 @ @)o(@nd 1 yda

— [ @ @o@) e = [ o@Su0)ole) + eple) da

Ce qui montre notre lemme, en faisant tendre n vers 4+o0o et en utilisant le théoréeme de
convergence dominée de Lebesgue comme on a fait dans le lemme (4.4).

Démonstration du théoréme (2.14)

Posons
h(t,z) == n°(t,x) — m'N°(x)

Par linéarité du probleme (P¢), h vérifie
Oth(t, ) + 0y (h(t,x) — €0zh(t,x)) + A\gh(t,x) =0 (5.26)
h(t,1) —edzh(t,1) = / B(x)h(t,z)dz (5.27)
1

Multiplions 1’équation (5.26) par ¢°j(h) et intégrons par rapport a x, on obtient :

d o0

@ 1) | @ / " 0u(h(t, ) — e0,h(t, 2))j ()¢ (2)d

o0
05 [ 1 ht.0) | (@) =
1
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5 Comportement asymptotique des solutions faibles 20

En appliquant le lemme (5.2) sur h et ¢° qui vérifie bien les hypotheses, avec ¢°(1) = 1 on
trouve que

d o0
a ), | h(t,z) | ¢°(x)dx +X6/1 | h(t,z) | o (z dx<]/ h(t,z)dz |

+>\g/1 | h(t,z) | o (z dx—/ B(x) | h(t,x) | dz

et par suite
(jt/ | h(t,x) | ¢°(x)dz <| / B(x)h(t,z)dz | —/ B(x) | h(t,x) | dzx
1 1 1

Donc en tenant compte du lemme (5.1), on a

% | h(t,z) | ¢ (x)dx < | / — poy” (z))h(t, z)dz |

/ B(z) | h(t,) | da.
1

Et donc on trouve que

d oo oo
a ) Mb)@ < —Mo/1 | AL, 2) | " (2)d

Donc pour toute donnée initiale ny dans D(A®) on peut conclure le théoreme (2.14) en
intégrant cette inéquation différentielle sur l'intervalle [0,t].

Maintenant supposons que ng € L'(]1, 4+o0]).
On sait d’aprés la Proposition (4.1) que D(A?) dense dans L'(]1, +oco[). Donc il existe une
suite (no;); dans D(A®) qui converge vers ng dans L!(]1, +-oc[). On définit la suite (7i$); par :

7§ = eong; (5.28)

Ou Af = A® — \jI. Cette suite est bien définie du fait que (A§, D(A®)) engendre le Cy

semi-groupe e ote!4”. Et d’apres le fait qu'un Cj semi-goupe est une application continue

sur l'espace de Banach X, pour tout ¢ € [0,00[, on a lim etAong; = ns(t), convergence dans
7

L*(]1,00[. Or, on a déja démontré que pour tout ng; € D(A®) on a,

[ Vi) - mONe (@) | Fayde < et [ (o) - mON7(a) | 7)o
1 1

Donc
oo oo
lim | 75 (t,x) — mON(z) | ¢°(z)dz < lim e_”ot/ | nos(z) — mONe(z) | ¢ (x)dz.
1—+00 Jq 1——+00 1

Et parsuite,

/00 | 7f(t, x) — mON®(z) | ¢°(z)dx < e Hot /oo | no(x) — mON*(z) | ¢°(z)dz.
1 1

Ce qui finit la démonstration du Théoreme 2.14.
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6 Convergence lorsque ¢ tend vers 0

Le but de cette section est I’étude de la convergence de n® quand ¢ tend vers 0. On s’attend
a ce que pour des conditions initiales bien choisies n® converge, dans un sens a préciser, vers
la solution du probleme

ng = —Ny V(z,t) €]1,00[x]0,T[
n(1,t) = /100 B(y)n(y,t)dy vVt €]0,T[
n(0,z) = no(x) Vz €)1, 00]

Lemme 6.1 Pour tout ng € L(]1,+oc[) et pour chaque € > 0 fizé on a,
[ e | e < [ no) | ¢ (@),
1 1
Preuve On a
O (t,x) + 0x (N (t, ) — e0yn(t, x)) + NG (t,x) =0 (6.29)
n(t,1) —e0,n°(t,1) = / B(x)n®(t,x)dx (6.30)
1
Supposons d’abord que ng € D(A®).
Donc 7¢(t) € D(A?) et par suite est puisque ¢ € W*°°(]1, 4+00[), les hypotheses du lemme

(5.2) sont vérifiées. Donc en procédant comme dans la démonstration du théoreme 2.14, on
obtient que

d

dt/l | n°(t,z) | ¢°(x)dx <] /1 B(x)n®(t, z)dx | —/1 B(x) | n°(t,x) | dx
<0

Donc on peut en déduire que pour tout ng € D(A%) on a,

/1 | (¢, ) | p°(z)dr < /1 | no(z) | ¢ (z)dx.

Maintenant, si on prend ng € L'(]1, +oc[). Du fait de la densité du D(A®) dans L'(]1, +oo]),
on peut procéder comme dans le théoreme (2.14) et en déduire que l'estimation est encore
vraie pour ng € L1(]1, +o0|).

On va maintenant montrer la positivité du semigroupe. Commencgons par définir

{ AH(t) = max(i(), 0)

nf(t) = —max(n°(t),0).

Lemme 6.2 Pour tout ng € L'(]1, +o0[) et pour chaque € > 0 fizé on a,

ooﬁ” x)° (x)dx Oon+x (x)dx.
[t o @ < [ n e @
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Preuve Soit la suite
1 sis> %

St(s) = sn si0<s<i2
0 sis <0
Multiplions I’équation (3.16) par ¢S, (7€) et intégrons par rapport & z, on obtient :

d

= /1 h(t, 2)¢% () S (A%)dz  + /1 Op (R (1, 1) — £0,71° (t, 7)) () S () da

+A§ [ nE(t, 2) ¢ (@) Sp (7€)dz = 0.
En faisant tendre n vers 400, on obtient
d (o]
n

a E+<t7x)<ﬂg(3?)dx+)\6/ At (t, 2)p°(x)de = — lim L.
1

n—-4o0o

Avec

/ 0z (R (t, ) — 0, 1° (t, 7)) (x) S;F (7°)dz.
En répétant le méme calcul déja fait dans la démonstration du lemme (5.2), on trouve que

d [
n

&R e @ 0 /100 it 2) 0" (2)ds < H(7E(1 ))/100 B(2)iE (L, 2)da

Y /1 TR (1) (2)de — /1 " Byt (t o) da

Hary = st ={ 30

n—-+o0o

avec

Et pa conséquent on obtient que

p / B(x)n®(t,x)dx —/1 B(x)nT (t,z)dz sin(1) >0

— OO?LE"'(t,x)goa(x)da: <
) —/ By 1, ). (D) <0
1

Ce qui nous permet d’en déduire que,

.
dt

Cette estimation va nous permettre de montrer la positivité du semi-groupe (etAE)t > 0.
C’est 'objet du lemme suivant :

Lemme 6.3 Pour chaque ¢ > 0 fizé et pour tous ny et n3 dans L*(]1,+oc[) on a

ng < nd = n(t) <as(t) vt >0.
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Preuve 11 suffit de démontrer que tout ng € L(]1, +o0]), tel que ng < 0 alors 7(¢) < 0. On
sait que n(t) < 0 si et seulement si n°*(¢) = 0. D’apres le lemme (6.2), on a

oo oo
0 S/ et (t, 2)p° (v)dx S/ ng (z)¢° (z)dx,
1 1
comme ng < 0, on a ngr = 0, et par conséquent :

/100 7t (t, 2) ¢ (x)dz = 0.

Or, d’apres la proposition (3.7), ¢° est strictement positive et par définition, 7°t > 0. Donc
onant(t) =0 Vt >0 ce qui est équivalent a dire que n(t) <0 V¢ > 0.
Revenons au cas oll on a nj et nZ deux conditions initiales telles que n{ < n3 et posons

ng 1= n[l) — ng. Par linéarité du probleme, on a

7f(t) = etong = eton) — et4on?
= ni(t) — n3(t)

Or on a supposé que ng < 0 ceci implique que n°(¢) < 0 donc n5(t) < n§(t) YVt > 0. Ce qui
montre le lemme.

Une autre résultat découle du principe de comparaison démontré dans le lemme (6.3),

c’est le principe du maximum.
Soit H définie dans (3.13). On peut vérifier que H(0, \g) = 0, o1 \g > 0 est la valeur propre
réelle de A” = A dont I'existence a été prouvée dans [3]. De plus, la fonction H est de classe
C' au voisinage de (0, \g) et 9y\H (0, \g) = —2 # 0. On peut donc appliquer le théoreme des
fonctions implicites & H et on en déduit l'existence d’une application A(¢) de classe C! au
voisinage de 0. De plus A(g) = A° et tend vers \g > 0. De plus s; tend vers (—)\g) ol Ay est
I'unique valeur propre réelle de opérateur A°. On peut donc choisir un 0 < § < Ao tel que

pour € < gq assez petit on ait
| 514+ Ao |< 6. (6.31)

On a alors

Lemme 6.4 Soit ¢¢ et § définis dans (6.31). Pour toute donnée initiale ny telle qu’il existe
une constante C > 0 telle que

In§(z)| < Cel707ro)@=1),
on a que pour tout t >0, (n°(t))ese, est bornée dans L' N L>(]1, +00]).
Preuve De (6.31), [n§(z)| < C1le(-=072)@=1) implique
n§(2)] < Ce1@D,
Du principe de comparaison, lemme (6.3), on déduit :
etAE(_Cesl(xfl)) S etAE’n,O S etAE (0651(171))'

p— 7’ € pa— . e N
Comme e*1(*=1) est un vecteur propre de 'opérateur A¢, et (C’esl(“” 1)), la solution associée a

la donnée initiale Ces1(@=1 vérifie e!4” (Ce®1@ D) = Cetotes1 @1 Par conséquent on obtient
que
—CeMitesie-1) < nf(t) < Cerotest(#=1) e > ),
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Par conséquent on a
In°(t, z)| < CeMitel®=20)@=1) v > 0.

Tenant compte de (3.15), on obtient :
|nf(t, z)| < CetlBllLee o(6=Ao)(z=1) > 0.
onc (n°(t))es<e, €st bien bornée dans N +oo our tout ¢t > 0.
Donc (n(t))e<, est bien bornée dans L' N L*°(]1, +o0]) p 0

Lemme 6.5 Sous les hypothéses du lemme précédent, et si de plus ny € D(A®), on a

In€(t)|13 R dest [ (1 0Rdt < Ao TN (1 o0y
”()”L2(]1,+oo[)+5 ) ””x()HL2(}1,+oo[) +4 ) In®(1,1)[7dt < ”n0”L2(}1,+oo[)e e

Preuve Sin§ € D(A?) alors n® est C*(0, T); L*(]1, oo[), donc 9;nf est dans C°([0, T); L*(]1, oo),
comme le lemme ci-dessus montre que n° est dans L*°((0,7")x]1,00[), on peut multiplier

léquation (2.5) par n°. En intégrant par rapport a x sur ]1,4o00[, et en tenant compte de la
condition aux limites, on obtient

d o0

1 (@)
G | I OPd e e s + 5l (1LOP =n°(1,1) / Bla)n®(z, t)dz.  (6.32)

Donc en intégrant sur [0,T] on aura

T 1 T
\|nafi2([1,+oo[)+5/0 ”n;H%2([1,+oo[)dt+2/0 In®(1,1)Pdt

T 00
g/o \ne(l,t)|/1 B(x)|n®(x,t)|dzdt.

Or, B € L' N L>(]1,00[) C LP(]1,0[),Vp > 1. Donc en particulier, B € L2(]1, 0o]).
Donc, on peut en déduire, en utilisant I'inégalité de Holder, que

/100 B(z)|n®(z,t)|dz < || Bl|L2(1,00p 17" (@, )] £21,00D -
En utilisant I'inégalité de Young suivante pour p = 2
ab < dal + C’gb% avec Cs = (5_1%1
on obtient donc,

25 (L OB g2 graop 1 (2, )L 21y < Sllm (L, 8)2 + cauBn%Qm,ooD|rn€<x,t>||%zm,oo6[>33)
En injectant (6.33) dans (6.32), on obtient que

€ r 13 1 r 13 T 13
In H%2(]1,+oo[)+€/0 \|%H%2(11,+oo[)dt+(2—5)/0 [n®(1,1)[dt < 06/0 IBIIZ2 1,000 17 (@5 117211 00 41

Choisissons § = %, on obtient que

T
17117 21 00y < 4/0 1B112q1 00p 175 (@, D)7 21, 00p -
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6 Convergence lorsque ¢ tend vers 0" 25

Dongc, par le lemme du Gronwall, on obtient

2
4T”B“L2(]1,oo[)

T
| I O < 151 s

Ce qui montre le lemme.

Par conséquent de ce lemme on a :
(nf)e et bornée dans L>(0,T, L(]1, +00])), (v/en®)e est bornée dans L?(0,T, H(]1,+oc[))
et on a aussi (n°(1,.)). est bornée dans L?((0,7)).
(nf): est donc bornée dans L°°(0, T, L?(]1, +oo[)) C L?(]0, T[x]1,+00c]) donc on peut en ex-
traire une sous-famille qu’on continue de noter (n¢). qui converge faiblement dans L?(]0, T[x]1, +-00]).
Et par conséquent, il existe un n € L]0, T[x]1, +oc[) tel que

n® — n dans D'(]0, T[x]1, +00])
Soit ¢ € D(]0, T[x]1,400]).
<ng,¢ >pp=¢e<ni,, ¢ >pp+<n,,é>pp
ce qui équivalent a dire que
— <0, ¢ >prp= Ve < VEnT, ¢ue >pip — < n° ¢z >pip -

Or on sait que (1/en®). est bornée dans L?(]0, T[x]1, +00[), donc en passant & la limite quand
€ tend vers 0, on obtient
en® — 0 dans D'(]0, T[x]1, +oc),

et par conséquent le probleme limite sera,
ny = —n, dans D'(]0, T[x]1, +o0]).

Il reste & vérifier les conditions initiales et aux limites. Pour cela, on va démontrer le lemme
suivant :

Lemme 6.6 Sous les hypothéses du lemme précédent et si de plus, nf € D((A)?), la famille
ve = nf —ent est bornée dans H(]0, T[x]1,4+oc]).

Preuve D’aprés le lemme (6.5), on sait que que (eng) est bornée dans L2((0, T, H(]1, +o0])),
comme (nf) Iest aussi, on en déduit que (v°) est bornée dans L%(]0, T[x]1, +oc[). De plus, si
la donnée initiale, n§ est dans le domaine D((A®)?), on peut montrer que n§ est aussi bornée
dans L>°((0,T, L*(]1,+o0])) (ill suffit considérer le lemme précédent pour w := n§ puisque
w(0,.) = A°n§ qu’on a supposé étre dans le domaine de A°).

Comme v5 = n§ donc (vS) est bornée dans L2(]0, T[x]1, 4+oc]).

De plus on a v§ = n§ — enj,. Elle est donc aussi bornée dans L%(]0, T[x]1, +oc[) puisque,
d’aprés le lemme (6.5), (en$,) est bornée dans L?(]0, T[x]1, +o0]).

Par conséquent, (v¥) est bornée dans H'(]0, T[x]1, +o0|).

D’apres ce lemme on peut déduire que si on note x I'application trace définie de H'(]0, T'[x]1, +o00])
dans L?(9((]0, T[x]1,4+0o0[)), on obtient

vt = dans H'(]0, T[x]1,4oc])
X(v%) = x(v) dans L2(9((J0, T[x]1,+00]))
Mais (y/en®)e est bornée dans L2(]0, T[x]1,+oc[) et (v°) converge faiblement vers v dans

L2(]0, T[x]1,4+00[), (en — n®) converge vers n dans L?(]0, T[x]1, +o0]).
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— Convergence de la condition aux limites
On a prouvé que v°(t, 1) converge vers n(t,1) dans L?(0,T) faible. Par ailleurs :

fwn:[mmmmww@.

Mais pour tout t € (0,77, na( .) converge faiblement dans LQ(]l oo[) vers n(t,.). Donc,

pour tout ¢ € (0,7), [;° B(y)n®(t,y)dy converge vers [~ B(y)n(t,y)dy. Comme (n°)

est bornée dans L>°((0, T ><]1, oo[) et B est dans L'(]1, 00[), par le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue, on déduit que [ B(y)n®(t,y)dy converge dans L?(0,T)
o) [

vers [~ B(y)n(t,y)dy. D’olt

Munzsz@mmw@.

— Convergence de la condition initiale
On a montré que v°(0) converge dans L?(]1, oo|) faible vers n(0). Par ailleurs v°(0,.) =
eng, — ng et donc des hypoyheses sur la condition initiale nf, on déduit que v°(0)
converge dans L?(]1, co[) vers ng. Par unicité de la limite, on obtient que n(0,.) = ng(.)

On conclut ainsi la démonstration du théoréme 2.15.
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